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(مشقت ابعاد!)نکبت ابعاد

کردعملبهبودبهمنجرابعادافزایشنظری،لحاظاز•
هگوناین همیشهعملدرامامی شود،دسته بندی

.نیست

ایدسته بندیایده آلفرآیندیکدرمی رودانتظار•
ودشوصرفنظربی اهمیتخصیصه هایازرگرسیون

یازنموردجداگانهصورتبه«ابعادکاهش»فرآیند
وردمزیردلایلبهابعادکاهشوجوداینبا.نباشد
:می گیردقرارتوجه
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Curse  of dimensionality



مزایای کاهش ابعاد

حجمومصرفیحافظه ی:«محاسباتحجمکاهش»•
بستگیداده ها(d)ابعادو(N)تعدادبهمحاسبات

.دارد
محاسباتزمان–
نیازموردحافظه ی–

داده هایحذف:«دادهجمع آوریدرصرفه جویی»•
غیرضروری

ساده،مدل های:(robustness)«مقاوم بودن»•
«مقاوم تر»باشد،کم آموزشیداده هایکههنگامی

داده،مشخصیتعدادبرایپیش بینیقدرتمی باشند؛
.می یابدکاهشابعاد،افزایشبا
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...(ادامه)مزایای کاهش ابعاد

وردمدرکم تر،خصیصه هایتعدادبا:«دانشاستخراج»•
وجودبهتریدرکآنبهمربوطفرآیند هایوداده ها
بهمی توانراخصیصه هااینگاهی.داشتخواهد
متغیرهایکهگرفتنظردر«پنهانعوامل»صورت

.می گیرندنشأتآن هاازمشاهدهقابل

دادندستازبدون)خصیصه هاتعدادکههنگامی•
درکبهتر«داده هاساختار»باشد،کم تر(اطلاعات
تشخیصبهترغیرمعمولوپرتداده های.می شود

.دارندبهترینمایشقابلیتمی شود؛داده
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Hidden or latent factor



خصیصه( استخراج–انتخاب )

:خصیصهانتخاب•
–Kمهم ترخصیصه ی(k<d)می شودانتخاب.
زیرمجموعهانتخابالگوریتم های–

:خصیصهاستخراج•
–Kمی شوداستخراج،جدیدخصیصه ی.
بعدی-kفضایبهبعدیn-فضایازنگاشت–
مختلفیدیدگاه هایازنیزخصیصهاستخراجروش های–

برابردرخطیروش هایهستند،طبقه بندیقابل
برابردربی نظارتروش  هاییاوغیرخطیروش های
بانظارتروش های
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Feature Selection vs Extraction



انتخاب زیرمجموعه

بهترینانتخابهدفزیرمجموعه،انتخا بدر•
وابعادکم ترینبازیرمجموعه ایزیرمجموعه،
.می باشدنتیجه،درست ترین

–2d،مجوعه ییکدرزیرمجموعهd-دارد،وجودعضوی
باشد،کوچکdکهزمانیجزبهحالاتتمامبررسی

.نیستامکان پذیر
:جلوبهروجستجوی•

درØاولیهحالتدرFخصیصه ها،مجموعه ینخست،گامدر–
.می شودگرفتهنظر

دهافزوخصیصه هامجموعه یبهخصیصهبهترینگامهردر–
(کم تر(E(F))خطایمیزان).می شود

.کرداستفادهvalidationداده هایازبایدخطابررسیبرای–
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Forward search

j = arg mini E ( F  xi ) 

Add xj to F  if E ( F  xj ) < E ( F ) 



...(ادامه)انتخاب زیرمجموعه 

:عقببهروجستجوی•
اولیهحالتدرFخصیصه ها،مجموعه ینخست،گامدر–

.می شودگرفتهنظردرخصیصه هاتمامی
حذفخصیصه هامجموعه یازخصیصهبدترینگامهردر–

.می شود
روشاست،زیادخصیصه هاتعدادکههنگامی•

.می شوددادهترجیحجلوبهروجستجوی
.استبانظارتصورتبهزیرمجموعهانتخاب•
اطلاعاتتنهاییبهخصیصهیککهکاربردهاییدر•

دمانن).نیستمفیدخصیصهانتخابندارد،مفیدی
(چهرهتشخیص
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Backward search



مثال
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Iris data: Single feature

Iris setosa Iris versicolor Iris virginica

0.76

0.57

0.92

0.94
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Iris data: Add one more feature to F4

0.940.87 0.96

!در صورت اضافه کردن خصیصه ی بعدی نتایچ افت می کند

.گی دارددر بسیاری موارد انتخاب خصیصه ها به نوع دسته بند بست

د به در صورت کوچک بودن  دسته داده، خصیصه ی انتخاب شده، می توان
مربوط validationو trainingنحوه ی تقسیم پایگاه به دو دسته ی 

.باشد



تحلیل مؤلفه های اصلی

بعدی-kفضایبهبعدی-dداده ینگاشتهدف•
رخاتلافمیزانکم ترینکهگونه ایبه،(k<d)است
.دهد
:wراستایدرxنگاشت–

z = wTx

Var(z)کهمی شودانتخابگونه  ایبهراستااین•
ترینبیشآنامتداددردادهکهراستاییشود،بیشینه

.باشدداشتهراتغییرات
.ودشآشکارترنمونه هاتفاوتمی شود،باعثمسألهاین–

.است«بی نظارت»صورتبهبعدکاهششیوه یاین•

یادگیری ماشین 11

Principal Components Analysis(PCA)



...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

:پراکندگی داده ماکزیمم می شود، wدر راستای •
Var(z) = Var(wTx) = E[(wTx – wTμ)2] 

= E[(wTx – wTμ)(wTx – wTμ)]
= E[wT(x – μ)(x – μ)Tw]
= wT E[(x – μ)(x –μ)T]w
= wT ∑w

where Cov(x)= ∑

ی در این حالت تنها راستا است که اهمیت دارد، در نتیجه برا•
:یافتن پاسخ یکتا، باید شرط زیر نیز برقرار باشد

||w||=1
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

هبزیررابطه یاساسیمؤلفه یاولینبراینتیجهدر•
:می آیددست

و برابر صفر قرار دادن w1با مشتق گرفتن نسبت به •
آن

در نتیجه•

از طرفی                       ،  در واقع واریانس در راستای •
w1برابر مقدار ویژه ی متناظر با آن است.
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11 ww =

می باشدΣیکی از بردارهای ویژه ی ماتریس w1در نتیجه 

= 11 ww
T

نس با ، برابر بردار ویژه ی ماتریس کواریامؤلفه ی اصلیاولین  
.بیشترین مقدار ویژه است



...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

رایطشبرعلاوهاصلی،مؤلفه یدومینیافتنبرای•
مهاساسیمؤلفه یاولینراستایبربایدپیش
شدهنگاشتداده هایحالتایندرباشد،عمود

.بودخواهند(uncorrelated)«ناهمبسته»
باید،(w2)اصلیمؤلفه یدومینیافتنبرای•

Var(z2)بودنمتعامدبهمشروطشود،ماکزیمم
w2||=1||واصلیمؤلفه یاولینبر
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

:پس از مشتق گرفتن خواهیم داشت•
با ضرب در •
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ریسماتویژه یبرداربرابر،اصلیمؤلفه یدومین
مدورده یدرویژهمقداربیشترینباکواریانس

بهویژهمقادیرسایرترتیبهمینبهاست،
.می آینددست

021 =ww
T



...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

بردارهایباشد،متقارنماتریسکهصورتیدر•
.هستندمتعامدآنویژه ی

positiveماتریسکهصورتیدر• definite،باشند
.بودخواهندمثبتهمگیویژهمقادیر

اندازه یبهباشد،singularماتریسکهصورتیدر•
rankخواهیمغیرصفرویژه یمقادیرماتریس

.داشت
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

z = WT(x – m)

، بردارهای ویژه ی ماتریس کواریانس Wستون های •
.هستند
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

z = WT(x – m)

، بردارهای ویژه ی ماتریس کواریانس Wستون های •
.هستند
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کاهش بعد

نتیجهمی توانباشد،کوچک|S|کهصورتیدر•
یجهنتدر.هستندکوچکویژه،مقادیربرخیگرفت
آنبامتناظرویژه  یبردارراستایدرداده ها

.استکردنصرفنظرقابلوداردکمیواریانس
بامی شوند،انتخابپرارزشمؤلفه یKحالتایندر–

مرتبصعودیصورتبهویژهمقادیرکهآنفرض
.باشندشده

معمولاًصوت،یاتصویرپردازشنظیرکاربردهایدر–
.استتوجهقابلابعادکاهش
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PoV>0.9
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Scree graph

Proportion of Variance (PoV)

نمایش واریانس برحسب تعداد بردارهای ویژه
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Visual analysis

eigendigits

در صورتی که سه بعد نخست، حاوی بخش عمده ای از واریانس باشند،
.بهره برد«بررسی دیداری»می توان داده ها از آن ها برای 



چند نکته

ویژه ایبردارهایمی توان،PoVگرفتننظردربرعلاوه•
به)حدآستانهیکازآنمتناظرویژه یمقدارکه

حذفرااستکم تر(واریانسمیانگینمثالعنوان
.نمود

ادیزیتغییراتمختلفابعاددرواریانسکهصورتیدر•
رویبرهمبستگیمقدارازبیشباشند،داشته

.بودخواهداثرگذاراصلیمؤلفه ی
ماتریس»ویژه یمقادیروبردارهاازمی توانشرایطایندر–

بهراداده هاکهاینیاکرداستفاده(R)«همبستگی
داشتهیکسانواریانسهمگیکهکردنرمالگونه ای

.باشند
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...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی

هنگامسألهاینبهمی تواننیزدیگریزاویه یاز•
کهاستتبدیلیماتریسیافتنهدفکرد؛

فضایدرکهکندنگاشتگونه  ایبهراداده های
.باشند«ناهمبسته»جدید

•Cd×dبردارهایستون هایشکهاستماتریسی
:استکواریانسماتریسویژه ی

یادگیری ماشین 31

xWz
T= ( ) D'z =Cov ماتریس قطری

ICC =T

T
SCCS =

ادامه



...(ادامه)تحلیل مؤلفه های اصلی
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T
SCCS =

  T

d CS ccc ,,, 21 =

  T

d CScScSc ,,, 21 =

  T

dd Cccc  ,,, 2211 =

T

ddd

TT
cccccc  +++= 222111

T
CDC= ماتریس قطری که عناصر روی قطر اصلی 

.دمقادیر ویژه ی ماتریس کواریانس هستن
Spectral decomposition

DSCC =T ( ) SWWzxWz
TT == Cov      ,

CW = ( ) Dz =Cov



Mahalanobisفاصله ی 
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(x – μ)T ∑–1 (x – μ)=c2

∑=QDQT

∑-1=QD-1QT

∑-1=QD-½D-½QT

C2=(x – μ)T QD-½D-½QT (x – μ)

C2=[(x – μ)T QD-½][D-½QT (x – μ)]

C2=[(x – μ)T QD-½] [(x – μ)T QD-½]T

[(x – μ)T QD-½]

(در ستون ها)∑ماتریس شامل بردارهای ویژه 

(قطراصلی)∑ماتریس شامل مقادیر ویژه 

:تبدیل
چرخش در راستای بردارهای ویژه-1
(هواریانس در راستای بردار ویژ)تغییر مقیاس بر اساس مقادیر ویژه-2



چند نکته

•PCA ،استحساسشدتبهنویزبهنسبت.
فاصله یازاستفادهباپرتداده هایحذفسادهروشیک–

Mahalanobisکواریانسماتریسمحاسبه یازپیش
.است

راخطامیزانکم ترینPCAمتعامد،بردارهایتماممیاندر•
.دارد

•Karhunen-Loève expansionوHotelling transform
.می روندکاربهمشابهمفاهیمبرایهستنددیگرینام های

commonدر• principal componentsکلاس هاهمه یبرای
اینبامی شود،گرفتهنظردریکسانیاساسیمؤلفه های

.ودمی شگرفتهنظردرمتفاوتکلاسهرواریانسکهتفاوت
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Reconstruction error  −
t

tt
xx̂

T

iiS CCD=



در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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ORLپایگاه داده ی 

میانگین چهره ها

M. Turk, A. Pentland, "Eigenfaces for Recognition", Journal of 

Cognitive Neuroscience, vol. 3, no. 1, pp. 71-86, 1991.



...(ادامه)در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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6 5 ۴ 3 2 1

۴۰ 39 38 37 36 35

Eigenfaces



...(ادامه)در شناسایی چهرهPCAکاربرد 
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= -0.05

+ …. -0.012

+(2.4

)103+1.9



تشخیص چهره
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xx −ˆ



.استصورتبهداده هاماتریس•
یسماترباشد،صفرداده هامیانگینکهاینصورتدر•

نتیجهدرمی باشد،خصیصه هاکواریانس
Xدرطرفینضرببا•

λiویژه یمقدارباویژه یبردارXwiنتیجهدر•

.است
راستایدرنمونه هامختصاتویژه،بردارحالتایندر•

wiمی دهدنشانرا.
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dNX

dd

T

XX

( ) iii

T
wwXX =
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T

NNXX

Feature Embedding

( )T

i i i=XX Xw Xw



,min(dحداکثرماتریسرتبه یمی شود،ثابت• N)
.می باشد

256×256تصویرچهلحاویدادهپایگاهیکبرای•
خواهد65536×65536خصیصه هاکواریانسماتریس–

.بود
.می باشد۴۰×۴۰نمونه هاشباهتماتریسکهحالیدر–
ازمی دهد،نشانرانمونه هادوبه دوشباهتماتریس،این–

دررابعدیdداده هایشیوه اینگفتمی تواننظراین
بینفاصله یکهمی دهدقرارگونه ایبهبعدیkفضای
.می شودحفظآن ها

همهدویبهدوداخلیضربشاملماتریساین–
.استآموزشنمونه  های
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Feature Embedding



تحلیل تفکیک خطی

برای دسته بندی مناسب است؟PCAآیا •
راستای نگاشت بر اساس واریانس،–

.انتخاب می شود
در این میان ممکن است اطلاعات دسته ها از–

.بین بروند

 بندی است و برای دسته«بانظارت»تحلیل تفکیک خطی، •
.به کار می رود

است که بین هدف آن کاهش بعد همراه با حفظ اطلاعاتی–
.دسته ها تمایز قائل می شود

یادگیری ماشین ۴2

Fisher Linear Discriminant Analysis

Ronald Aylmer Fisher

در این راستا دو کلاس
همپوشانی دارند

در این راستا دو کلاس 
بدون خطا دسته بندی 

می شوند

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندی دو کلاسه



کاهش ابعاد برای دسته بندی

یادگیری ماشین ۴3

Between-class distance Within-class distance

ات برای انتخاب راستای مناسب برای نگاشت، باید اطلاع
.دسته ها نیز  در نظر گرفته شود

http://www.public.asu.edu/~jye02/

دسته بندی دو کلاسه



...(ادامه)تحلیل تفکیک خطی 
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می شودانجامگونه ایبهنگاشت،LDAدر
وشدهحداکثرکلاسدوبینفاصله یکه

کلاسیکبهمتعلقنمونه هایفاصله ی
.گرددمینیمم
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Total within Class scatter
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...(ادامه)تحلیل تفکیک خطی 

:هدف ماکزیمیم کردن رابطه ی زیر است•

:با مشتق گرفتن•
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دسته بندی برای بیش از دو کلاس

رایب:باشددوازبیشترکلاس هاتعدادکهزمانی•
موردنگاشتبرایWd×k-1ماتریسابعاد،کاهش

:می گیردقراراستفاده

ماتریس هایWTSWWوWTSBWنگاشت، ازپس•
«درون دسته ها»و«بین دسته ها»دادهپراکندگی

.بودخواهند
یادگیری ماشین ۴8
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دسته بندی برای بیش از دو کلاس

زیر،عبارتشدنبیشینهصورتدرنتیجهدر•
.می شودانجامشکلبهترینبهدسته بندی

هکاستمعیاریدترمینانکواریانس،ماتریسبرای–
.می دهدنشانرادادهپراکندگی

رینبزرگ تبامتناظرویژهبردارهایپاسخ،حالتایندر–
SWماتریسویژه یمقادیر

-1SBبودخواهد.
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PCA vs LDA
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PCA vs LDA

Raschka, S., and V. Mirjalili. Python Machine Learning: Machine Learning and Deep Learning with Python, 

Scikit-Learn, and Tensorflow 2, 3rd Edition. Packt Publishing, 2019.



مثال
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PCALDA



تجزیه ی مقدارهای تکین

تجزیهماتریسسهبهماتریسیک،SVDازاستفادهبا•
:می شود

•Vویژه یبردارهایشاملXXT،می باشدWشامل
عنصرkدرراویژهمقادیرAواستXTXویژه یبردارهای

.داردخودقطری

یادگیری ماشین 55

Singular Value Decomposition

T

dddNNNdN  = WAVX

( )( ) TTTTTTTT
VEVVWAVAWVAWVAWXX ===

( ) ( ) TTTTTTTT
WDWVAWVWAVAWVAWXX ===

T
AAE = AAD

T=



تجزیه ی مقدارهای تکین
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T

dddNNNdN  = WAVX
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I enjoy flying,

I like NLP,

I like deep learning

https://github.com/AparGarg99/NLP_BU_6thSem/blob/master/Lab%202/English_Code.ipynb

Co-occurrence matrix A

flying enjoy I NLP deep learning like

flying 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

enjoy 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0

I 0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 0.0 2.0

NLP 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0

deep 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0

learning 0.0 0.0 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0

like 0.0 0.0 2.0 1.0 1.0 0.0 0.0

https://towardsdatascience.com/2-latent-methods-for-dimension-reduction-and-topic-modeling-20ff6d7d547



58
Matrix U (after selecting k singular features)

Matrix U (before selecting k singular features)



فاده زمانی که داده ها جدایی پذیر خطی نیستند، است•
از روش ها خطی برای کاهش بعد موجب از دست 

.رفتن اطلاعات کلاس ها می شود

یادگیری ماشین 6۰

که در آن در این حالت نیز می توان داده ها را به فضایی با ابعاد بالاتر نگاشت کرد به گونه ای
هره فضا به صورت خطی قابل جداسازی باشند و پس از آن  از روش های سنتی کاهش بعد ب

.برد



استفاده kernel trickدر این حالت نیز می توان از •
.کرد
Featureدرکهاینبهتوجهبا– embeddingاز

آموزشینمونه های(داخلیضرب)تشابهماتریس
اسبمنهسته یتوابعازاستفادهبامی شوداستفاده

یفضایبهنگاشتباشدنمواجهبدونوراحتیبه
انجامقابلغیرخطیشیوه یبهابعادکاهشدیگر،

.بودخواهد

یادگیری ماشین 61

KPCA
Kernel principal component analysis

( ):    d k k d →

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ),
T

i j i j
k  =x x x x

ا آن فضا توابع کرنل ضرب داخلی دو بردار ویژگی در فضایی با ابعاد بالا را بدون نگاشت ب
:به دست می آورد



یادگیری ماشین 62

:توابع کرنل متعارف

polynomial kernel

Radial Basis function(RBF)

Hyperbolic Tangent Kernel



حذف میانگین

ی باید توجه داشت که لازم است نمونه ها در فضا•
جدید به گونه ای نرمال شود که میانگین آن ها 

:صفر باشد

یادگیری ماشین 63
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گام به گاممثال

یادگیری ماشین 6۴

def rbf_kernel_pca(X, gamma, n_components):

sq_dists = pdist(X, 'sqeuclidean')

mat_sq_dists = squareform(sq_dists)

K = exp(-gamma * mat_sq_dists)

N = K.shape[0]

one_n = np.ones((N, N)) / N

K = K - one_n.dot(K) - K.dot(one_n) + one_n.dot(K).dot(one_n)

eigvals, eigvecs = eigh(K)

eigvals, eigvecs = eigvals[::-1], eigvecs[:, ::-1]

X_pc = np.column_stack((eigvecs[:, i]

for i in range(n_components)))

return X_pc

' n n n n= − − +K K 1 K K1 1 K1
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PCA

KPCA

from sklearn.decomposition import KernelPCA

X, y = make_moons(n_samples=100, random_state=123)

scikit_kpca = KernelPCA(n_components=2, kernel='rbf', gamma=15)

X_skernpca = scikit_kpca.fit_transform(X)
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PCA

KPCA


